A Equacao de Newton

Em mecénica classica, uma particula é descrita por um ponto no espaco
cujas coordenadas sdo dadas por uma fungao

z:R—R3
t— x(t).
Essa funcdo é chamada a trajetoéria da particula. A varidvel t representa o
tempo e x(t) representa a posi¢ao da particula no instante ¢.

A velocidade da particula, denotada por v, é definida como a derivada
da trajetoéria em relacdo ao tempo:

&
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[

Portanto

v:R —R3
t— v(t).
Interpretamos v(t) como um vetor com ponto inicial em x(¢). O vetor v(t) é
tangente a trajetoria da particula no ponto z(t).

A aceleracao da particula, denotada por a, é definida como a derivada
da velocidade em relagdo ao tempo:

dv A2z
a=—=—.
dt dt?
Portanto
a:R—R3
t— a(t).

Interpretamos a(t) como um vetor com ponto inicial em z(t). O vetor a(t),
em geral, ndao é tangente a trajetoria da particula.

As nocgoes de trajetoria, de velocidade e de aceleragdo permitem descrever
o movimento de uma particula que ocorre em dadas circunstancias fisicas.
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Contudo, para determinar o movimento precisamos de nog¢oes adicionais.
Precisamos das nocoes de momento e de forca, que descrevemos a seguir.
Determinar o movimento de uma particula constitui o problema fundamental
da dinamica.

O momento de uma particula de massa m e velocidade v, denotado
por p, é definido como o produto da massa pela velocidade:
» = mu.

Portanto

p:R—R?
t — p(t).

Um campo de forcgas, denotado por F, é definido por uma funcéo

F:OxR*xR—R3
(x,v,t) = F(z,v,t),

onde ¢ um subconjunto de R? (ou o préprio R3). Interpretamos F(z,v,t)
como um vetor com ponto inicial em z. Esse vetor representa a forca que
atua sobre a particula no ponto x com velocidade v no instante t.

A Segunda Lei de Newton diz que “a taxa de variacdo do momento
de uma particula é igual & forca que atua sobre a particula’

dp _
dt

d dx dx

Tal relacdo entre a funcdo x(t) e suas derivadas é chamada uma equacao
diferencial. A Equagao (1) é chamada a Equacdao de Newton. Dizemos
que essa equacgao é de segunda ordem pois a derivada de maior ordem que
ocorre na equacao tem ordem 2.

F(z,v,t).

Ou seja

No caso em que a massa m da particula nao varia com o tempo, a Equacao
de Newton é )
d*z dx
m—s =F|x,—,t]). 2
= ( e ) @)

Ou seja, o produto da massa pela aceleracao é igual a forca:

’ma:F(xjv,t).‘
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Se uma particula se move sob a acdo de um campo de forcas F', entre
todas as possiveis trajetérias para a particula a particula ird descrever a
trajetoria que é solucdo da Equacao de Newton.

Frequentemente, usamos “um ponto” em vez de d/dt para denotar a
derivada em relacao a t e “dois pontos” para denotar a segunda derivada.

Portanto
dx . d%x

— T = —= etc.
dt’ dt?’

.%.':

Uma solucdo da Equacio (2) ¢ uma funcio z : R — R3 tal que

para todo t. A variavel x é chamada variavel dependente e ¢ é chamada
variavel independente.

E possivel associar & Equacao de Newton uma equacdo equivalente com
um ntmero maior de variaveis dependentes. Fazemos isso adicionando v ao
conjunto de varidveis dependentes e considerando o sistema

=
1 3
0= —F(x,v,t). 3)
m

Esse é um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem nas varidveis
z e v. E evidente que esse sistema é equivalente & Equacdo de Newton. Sob
certos aspectos, sistemas de primeira ordem sdo mais simples de investigar
do que sistemas de segunda ordem. Por isso é 1til considerar o sistema (3)
em vez do sistema (2).

Especificar um sistema mecinico composto por uma particula consiste em
especificar um campo de forcas F. Dado um campo de forcas F', desejamos
obter solugdes da Equacdo de Newton, ou pelo menos obter informagdes sobre
as solucdes, mesmo que as solu¢des ndo sejam conhecidas explicitamente.

Para determinar a trajetéria da particula é necessario impor condicdes
adicionais sobre a solucdo x(t). Por exemplo, se sabemos que no instante ¢
a particula se situa em xy com velocidade vy, devemos impor

z(to) = wo,
T (t()) = 9.

Essas condigbes sdo chamadas condigoes iniciais. O nimero £ e os vetores
o e vg sdo chamados dados iniciais. Observamos que o movimento fica
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completamente determinado sob essas condi¢bes. Uma equagao diferencial e
condicoes iniciais constituem um problema de valor inicial.

O conjunto de varidveis que especificam a condi¢ao do sistema em um
instante do tempo é chamado o estado do sistema. No presente caso, o
estado do sistema é o par

(z,v) = (posicao, velocidade).

Além disso, para cada valor de ¢, o problema de valor inicial acima define
uma funcdo que associa a cada estado inicial o estado correspondente no
instante t:

(w0, v0) = (@(t),v(1)).

Em resumo, a Equacao de Newton especifica a evolucao temporal de
um sistema mecanico a partir de um estado inicial.

Sistemas gradientes. Uma classe importante de sistemas mecénicos,
que descrevemos a seguir, sao os chamados sistemas gradientes. Esses sao
sistemas em que o campo de forcas F pode ser representado como menos
o gradiente de uma fun¢do. Em sistemas gradientes, o campo de forcas F
depende apenas da posicdo:

F: QR
x— F(x),

onde © é um subconjunto de R® (ou o préprio R3). Se existir uma funcio
diferenciavel V : Q — R tal que F(z) = —VV(z), onde

ov oV oV
VV— (8@’%’81’3)’

dizemos que F' é um campo gradiente. Use-se também a notacao grad V'
para representar o gradiente de V. A funcao V é chamada um potencial
do campo F. Um mesmo campo F pode ter varios potenciais, mas esses
potenciais diferem apenas por uma constante.

Exemplo 1. Para uma constante £ > 0, considere o campo vetorial F'
definido por F(z,y,2) = (—kz,—ky,—kz). Entdo a fungdo V definida por
V(z,y,2) = %(xQ + 92 4 2%) é um potencial de F pois

F(.’IJ, Y, Z) = —(VV)(lt, Y, Z) = (—k‘l’, _kya _kz)

Portanto, o campo vetorial F' em consideragao é um campo gradiente.
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