Particula Livre

Consideremos uma particula livre no espacgo euclidiano, ou seja, uma
particula sob a ac¢do do campo de forcas F'(z) = 0. Pela Segunda Lei de
Newton, o movimento da particula é descrito pela equacao

mx = 0,
em que x = (z1,T2,x3) representa a posicao da particula e a constante m
representa a massa (veja o texto A Fquagdo de Newton).

O momento linear p = (p1,p2,p3) da particula é definido por p = muv,
onde v = & representa a velocidade da particula. Usando as variaveis x e p,
podemos reescrever a equacao de Newton na forma,

1
T=—p
m
p=0

Essas sao exatamente as Equacoes de Hamilton associadas a hamiltoniana

1
H(‘T7p) = %pZ

com (z,p) € R3 x R3 (veja o texto As Equagdes de Hamilton). No presente
caso, um potencial de F' ¢é a funcao

O campo vetorial correspondente é

(z,p) — ((2.p). (7;p.0)).

As equacgbes acima e a condicdo inicial

(2(0),p(0)) = (zo, o)
definem um problema de valor inicial.

Passamos agora a solucao das equagoes. Integrando de 0 a ¢ os dois lados
da equacdo p = 0 e impondo a condigao inicial p(0) = pp, concluimos que
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p(t) = po para todo t € R. Consequentemente, usando a equagio & = %p,
obtemos © = %po. Integrando de 0 a ¢ os dois lados dessa igualdade e
impondo a condi¢do inicial z(0) = g, obtemos z(t) = xo + t%po. Portanto,
a solucao do problema de valor inicial é

(z(t),p(t)) = (zo + t=po, po) = (2o, po) + t(Spo, 0).
Como esperado, a energia ao longo de uma solugdo é constante:

B(t) = Hx(t), p(t) = ——p(t)? = ——p& = H(wo, po) = F(0).

2m 2m
Consideremos agora uma particula livre em uma reta. Nesse caso, o
sistema tem um grau de liberdade e o espago de fases é R x R. O que
fizemos acima para a particula no espaco se aplica a particula na reta, basta
substituir R? por R e R? x R? por R x R. Em particular, a solucdo do
problema é

((t),p(t)) = (w0 + t-=po, po) = (0, p0) + t(:p0,0).

A curva t — (x(t),p(t)) € uma reta no espaco de fases. Na Figura 1, temos
um grafico do retrato de fases e na Figura 2 um grafico do campo vetorial
(z,p) = ((z,p), (£p,0)). Os pontos da reta p = 0 sio pontos de equilibrio
do sistema.

Figura 1: Retrato de fases para a particula livre em uma reta.

Agora, observamos que cada 6rbita da particula livre em uma reta pode
ser obtida usando o conjunto

H = {(z,p) | H(z,p) = H(zo,p0)} = {(z,p) | P> = p§}-
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Figura 2: Campo vetorial hamiltoniano para a particula livre em uma reta.

Se (z,p) € H, entao x € R e p = +py. Obtemos assim duas retas no espaco
de fases. Como p(0) = po, concluimos que a 6rbita da particula é a reta

{(z,p) [z €Rep=po}.

Esse conjunto é exatamente a imagem da curva solucao t — (z(t), p(t)).

Enfatizamos que a existéncia de constantes de movimento simplifica a
andlise do sistema. Em alguns casos, usa-se as constantes de movimento
para reduzir o niimero de equacoes do sistema e assim torné-lo mais simples
ou explicitamente soltvel. Note que foi isso que fizemos acima no caso da

particula livre.
Por fim, descrevemos o fluxo de fases associado as Equacoes de Hamilton.

Por simplicidade, consideramos apenas o caso unidimensional. A solucao das

Equacgoes de Hamilton pode ser escrita na forma
(x(t), p(t)) = d1(x0,po),

em que ¢; : R> — R? é o fluxo de fases associado. Tendo em vista a formula

acima para (z(t),p(t)), obtemos
¢i(z,p) = (z + D, ).
E simples verificar que ¢; satisfaz as propriedades
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(i) ¢o=1.
(ii) Gts = Ot © Ps.
(i) (¢)~" = d—r-

No presente caso, podemos escrever

z(t)| |1 t/m| |xo
p®)| |0 1 ||po|

Portanto, o fluxo de fases ¢; é uma transformacao linear cuja matriz é

1 t/m
bl

Sagemath code

def orbplot(x0, pO0):
t = var(’t?)
a, b = -10, 10
return parametric_plot((x0 + t*p0O, p0), (t, a, b))

x0 =0
p0 = -3.5
retrato = orbplot(x0, p0)
n=7
for j in range(n):
po += 1
x0 = x0
retrato += orbplot(x0, pO)

retrato.xmin(-4)

retrato.xmax(4)
retrato.axes_labels([’$x$’, *$p$’]1)
show(retrato)

x, y = var(Cx y’)

p = plot_vector_field((y,0), (x,-4,4), (y,-4,4), aspect_ratio=1)
p.axes_labels([’$x$’, *$p$’]1)

show (p)
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