Potencial Pogo Infinito

Denotamos por A a caixa [—a/2,a/2] C R em que a > 0. Consideremos
uma particula de massa m restrita a ser mover na caixa A. Equivalentemente,
podemos pensar em uma particula que se move em R sujeita ao potencial

Vi) = 0 se —a/2<x<al2
00 se |x| > a/2.

A probabilidade de encontrar a particula fora da caixa é zero. Logo a funcao
de onda fora da caixa vale zero. Portanto, a funcdo de onda para a particula é
um elemento do espaco de Hilbert L2(A). O produto interno de duas funcoes
em L?(A) ¢ definido por

a/2
(¥, ) = P Y(x)p(x) da.
O hamiltoniano do sistema é
K2 d?
T omda?

A varidvel z € A representa a posicdo da particula. Para a Equacao de
Schrédinger ficar bem posta matematicamente, é necessario adotar condicoes
de contorno. Tomamos condi¢oes de contorno de Dirichlet:

¥(-a/2) =0,
¥(a/2) = 0.

Portanto, a Equagdo de Schrédinger independente do tempo é

2
—;—mw”:E¢ em L%(A),

onde o subscrito D indica condigoes de contorno de Dirichlet.

Se E < 0, a solugao da equagao acima é uma combinacdo linear de senos
hiperbélicos e cossenos hiperbdlicos. Nesse caso, a tnica solucao que satisfaz
as condigoes de contorno é a funcgdo zero, que ndo é uma autofuncao.
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Se EF = 0, a solugdo da equagdo acima que satisfaz as condigoes de
contorno é a funcao zero, que nao é uma autofuncao.

Se E > 0, reescrevemos a equacao acima na forma

Y+ k2 =0,
em que
2mFE
k=
h

A solucgao geral dessa equacgdo é
w<$) :Aeikx_‘_Be—ikx’

onde A e B sdo constantes. Impondo as condi¢oes de contorno, obtemos o
seguinte sistema de equagoes para A e B:

e—ik’a/2A + eika/QB -0
eika/2A + e—ika/2B —0.

Esse sistema possui solugao nao trivial se e somente se —2isin(ka) = 0, ou
seja, se e somente se
nmw
k=—

a

paran = £1,+£2,+3,4+4,.... Logo, os valores de k sao quantizados. Vamos
denota-los por k. Para esses valores de k, obtemos B = A se |n| for impar
e B = —A se |n| for par. Portanto, os autovalores da equagdo para 1) sdo

2
~5u(a)

e as autofuncbes normalizadas séo

n

\/gcos (%r:z:) se n é impar
Un(z) = 5 .
\/;sm (%x) se n é par

para n = 1,2,.... Observamos que o conjunto de autovalores é discreto.
Além disso, as autofungdes satisfazem as relagoes de ortogonalidade
<1/}na ¢m> = 5nm7

onde dpm € o delta de Kronecker, que é igual a 1 se n = m e 0 se n # m.
As autofungdes 1, formam um conjunto ortonormal completo para L2,(A),
ou seja, toda funcao f de LZD(A) pode ser expressa como uma combinacao

linear das autofungodes: f(z) =Y o7, cuthp(z) com cp, = (Un, f).

© Gustavo de Oliveira 2 6 de fevereiro de 2025



O estado fundamental da particula tem energia
h2m?
2ma?

Logo E1 = E(31) em que E(Y) = (¢, HY) e

Elzinf{ ‘/ |2 :1;‘—]_}
fa/2

Existe apenas a autofuncdo ; associada ao autovalor E;. Portanto E; é
nao-degenerado. O valor de Fy é estritamente positivo e portanto a energia
de uma particula na caixa nunca vale zero.

B =

e autofuncao

Investigamos agora o espacamento entre niveis de energia. Calculando,

obtemos E,i 1 — E, = ;;Zé (2n + 1). Logo, se o valor de a é da ordem

de o espacamento entre niveis de energia consecutivos é grande (isso

/ m7
ocorre se o comprimento da caixa é comparéavel as dimensoes atomicas). Por

outro lado, se o valor de a ¢ muito maior do que -2, o espacamento &

V2m’
muito pequeno. Em particular, quando a tende a infinito o espacamento
entre niveis de energia tende a zero (e a energia do estado fundamental
também tende a zero). Isso é uma manifestagdo do chamado principio da

correspondéncia.

Na Figura 1, temos os graficos da funcdo de onda 1, para o estado
fundamental (n = 1) e para os dois primeiros estados excitados (n = 2, 3).
O estado fundamental possui o menor nimero de nodos (pontos em que a
funcao de onda vale zero). Quando a energia aumenta, cresce o nimero de
nodos nos estados excitados.

Com a escolha de sistema de coordenadas que fizemos, o potencial V()
é uma funcao par: V(—z) = V(z) para todo x. Logo, é simples verificar que
hamiltoniano H comuta com a transformacao T definida por 7' f(x) = f(—=x).
Portanto, se ¥p(z) é uma autofungio de H com autovalor E, entao ¥ p(—x)
também é uma autofuncao de H com autovalor E. Suponha que o autovalor
E é nao-degenerado (ou seja, que o autoespago associado a E tem dimensao
1). Entdo a observagao anterior implica que ¥g(z) e Yg(—z) sdo linearmente
dependentes: Ygp(—x) = Mg(z) para A € R. Aplicando T nos dois lados
dessa igualdade, obtemos ¥g(r) = Mpgp(—x). Logo ¥p(—x) = N2e(—1) e
consequentemente A = £1. Portanto ¢p(—z) = ¢p(z). Isso significa que
as autofuncoes tém paridade definida, isto é, sdo necessariamente funcoes
pares ou func¢oes impares. Em particular, para o sistema de uma particula
na caixa os autovalores FE, sao nao-degenerados, e portanto as autofungoes
1, tém paridade definida.
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Figura 1: O estado fundamental e os dois primeiros estados excitados para
uma particula na caixa

Consideremos agora a Equacdo de Schrodinger dependente do tempo

R
or T T om 022
Y(z,0) = ().

A funcao de onda '
7/}11(1'3 t) = ujn(l‘)e_ZEnt/h

¢ uma solugdo estacionaria da equagao. Como a Equacao de Schrédinger é
linear, a solucao geral da equacao é dada por combinagoes lineares de estados
estaciondarios:

¢(3«"7 t) = Z ann(wv t)
n=1

[ee]
=3 cathua)e B
n=1

No problema de valor inicial, conhecemos ¥ (z,t) no instante ¢ = 0. Logo,
procuramos constantes ¢, tais que ¥ (x,0) = £(z), ou seja,

S cntb(@) = £(a).
n=1

Esse € um problema classico em andlise matemética. A resposta para o
problema é uma consequéncia do fato de as autofungoes formarem uma base
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para L% (A). As relagdes de ortogonalidade implicam

Cp = <1/}na §>

Portanto, a solucao do problema de valor inicial é

Z /l,Z) —iEnt/h
n? n

onde U(t) é o operador unitario dado por
a/2

(U@®)E)(x) = Qi(z,y)E(y) dy

—a/2

cujo nicleo integral é
o — .
2,y) = ) Un(y)tn(@)e 0N
n=1

Por fim, comentamos sobre os estados estacionarios: Quando a particula
estd em um estado estacionério ¥, (x,t), a densidade de probabilidade para
a posicao da particula nao depende do tempo:

2 cos? ("a”x) se n é impar

|wn($,t)|2 = {gsln2 (nwx) se n é par.

a a
Além disso, o valor esperado da energia nesse estado ¢ igual a E,,. Como a
Equacao de Schrédinger ¢é linear, uma superposicao de estados estacionéarios
também é uma solucdo. Consideremos a solugao

w(%t) = \}E(Qpn(x’t) + wn’(xat))7

onde n e n/ s30 nimeros pares, por exemplo. Calculando, obtemos

1 1 !

[ (x,t)|* = = sin? (n—ﬁw) + = sin? (Mx)
a a a a

/

+ 2 sin’ (E:c> sin? (mm) cos ((En — En)t/h).
a a a
Agora, o estado ¥ (x,t) ndo é estacionario pois a densidade de probabilidade
|¢(z,t)? depende do tempo. Em particular, essa densidade é uma funcio
periodica do tempo com frequéncia

E,— Ey

—

Essa relacao corresponde & condicdo de Bohr para a frequéncia de transicao
entre os estados estacionarios ¥, e ¥,/. Observamos que

[W(x, 1)1 # [¥n (@, ) + [ (2, ) .
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Exercicio 1. Considere as autofungdes normalizadas v, do hamiltoniano H
para a particula no potencial pogo infinito. Prove que (¢n, ¥p,) = 0pm, em
que dpm, € o delta de Kronecker. (Sugestao: Use identidades trigonométricas
de produto para soma.)

Exercicio 2. Suponha que f(z) =Y .7 cy¥n(z). Prove que ¢, = (¢n, f).

Exercicio 3. Uma particula sujeita ao potencial poco infinito possui estado
inicial

Alx+5)(§—x) se —3
0 se |z| >

[SlIS]

¢($’ O) = {

<z <
a
29
onde A é uma constante. Determine A e a solugao v (z,t) para t > 0.

Exercicio 4. Uma particula sujeita ao potencial poco infinito possui estado
inicial

onde A é uma constante. Determine A e a solugao v (z,t) para t > 0.

Exercicio 5. Determine os autovalores do operador x e os autovalores do
operador p = —ihd/dz, ambos agindo sobre o espago L% (A).

Exercicio 6.

(a) Calcule os autovalores e autofuncoes do hamiltoniano H para a particula
na caixa A’ = [0, L]. Compare os autovalores obtidos para A’ com os
obtidos para A. (Resposta:

En_hz(m)?

- 2m
on(z) = \/3 sin (%x)

(b) Qual é a relagao entre as autofungoes para a particula na caixa A e a
particula na caixa A’? (Sugestdo: Considere inicialmente a caixa A e
faca uma mudanca de sistema de coordenadas.)

paran=1,2,3,....)
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Sagemath code

a =2

n = var(’n’)

psi_nimpar(n,x) = sqrt(2/a)*cos(n*pi*x/a)

psi_npar(n,x) = sqrt(2/a)*sin(n*pi*x/a)

pl = plot(psi_nimpar(l,x), x, -a/2, a/2, \
color=’blue’, \
legend_label=’$n=1$’, \
axes_labels=[’$x$’, *$\\psi_n$’], \
tick_formatter=[’’, ’’])

p2 = plot(psi_npar(2,x), x, -a/2, a/2, \
color=’green’, \
legend_label=’$n=2%", \
axes_labels=[’$x$’, ’$\\psi_n$’], \
tick_formatter=[’’, ’°])

p3 = plot(psi_nimpar(3,x), x, -a/2, a/2, \
color=’red’, \
legend_label=’$n=3%’, \
axes_labels=[’$x$’, ’$\\psi_n$’], \
tick_formatter=[’’, ’°])

p=pl+p2+ p3

show (p)
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