A Equacao de Poisson e o Delta de Dirac

Consideremos uma, distribuicdo continua de matéria com carga elétrica
em uma regido {2 do espaco euclidiano. Denotamos por p(x) a densidade
de carga dessa distribuicio no ponto € R3. Portanto, a carga elétrica

total na regido €2 é dada por
/ p(x)dz.
Q

Da eletrostatica, sabe-se que o campo elétrico E(x) gerado por essa
distribuicdo de cargas satisfaz a Lei de Gauss
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onde €y é uma constante fisica. Além disso, o campo elétrico satisfaz a Lei
de Faraday na auséncia de campos magnéticos que variam com o tempo:

VxE=0.

Denotamos por V o operador gradiente com respeito as varidveis espaciais
x = (x',2% 23). Logo V- E é o divergente de E e V x E ¢ o rotacional de E.
Supomos que existe uma funcdo ¢(z), chamada potencial elétrico, tal que

E=-Vep.

Em outras palavras, procuramos uma solucao E para as equacoes acima da
forma —V . Nesse caso, a Lei de Faraday é satisfeita, pois o rotacional do
gradiente é zero. Portanto, substituindo a expressao para E na Lei de Gauss,
obtemos a Equacgao de Poisson para o potencial ¢:

Denotamos por A o laplaciano com respeito as varidveis espaciais. Sabe-se
que a solucdo da Equacgdo de Poisson é dada por

(@) = — / L @) dy. 0

= p
dreg Jo v —y
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Em regides do espago em que a densidade de carga é nula, o potencial ¢
satisfaz a Equacao de Laplace

Uma funcido ¢ de classe C? que satisfaz a Equacao de Laplace é chamada
uma funcao harmonica.

No caso em que a distribuicao de cargas é uma particula no ponto z1,
com carga q1, sabe-se também que o potencial no ponto x é dado por

1 q1

pla) = dmeg |z — 21|

Esse resultado pode ser generalizado para uma distribuicao puntual de
cargas, ou seja, uma distribuicdo de N particulas localizadas nos pontos

r1,...,TN com cargas qi,...,qN. Nesse caso, o potencial no ponto x é dado
por
1 N q;
j
T) = . 2
o(a) WO;M% (2)

A substitui¢do de uma distribui¢do puntual de cargas por uma distribui¢o
continua com densidade p conduz a somatoria de (2) & integral de (1).

Uma deducao formal de (2) e (1) pode ser feita com o auxilio do delta
de Dirac. O delta de Dirac é a “funcao” d(x) definida pelas seguintes
propriedades:

1. Para x,y € R3, temos

0(x —y)dex = 1.
R3

2. Se f(z) ¢ uma funcdo continua com suporte limitado, ou seja, que ndo
vale zero apenas em uma regido limitada do R3, entdo

6z —y)f(z)dz = f(y).

RS

Tal “funcao” delta de Dirac nado existe no sentido usual de fungdo, mas existe
no sentido de distribuigao.

Interpretamos ¢d(z — y) como a densidade de carga, no ponto x, de
uma distribuicdo de matéria constituida por uma tnica particula no ponto
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y com carga elétrica ¢q. Logo, no caso de uma distribuicdo puntual de N
particulas localizadas nos pontos x1,...,xnN com cargas qi, ..., N, podemos
representar a densidade de carga desse sistema por

N
plz) =Y qid(z — ;).
j=1

Substituindo essa expressao em (1) e usando as propriedades do delta de

Dirac, obtemos (2). Em particular, quando N = 1, obtemos o potencial

o(z) = 47360 FEZJI’ que é gerado por uma particula no ponto y = x; com carga

q = q1- Essa funcao ¢ é solugao da Equagao de Poisson com p(z) = gd(x—vy).

Portanto, a funcao
1 1

" arfz—y]

Gy(x)
é solucado da equacao
—AGy(z) = 6(z —y).
A fun¢ao Gy(x) é chamada fungao de Green para a Equagao de Poisson.

Agora, usando a funcdo Gy(x) podemos obter uma solucao da Equacao
de Poisson. Consideramos a fungdo em (1) e escrevemos

p(z) = ! / ! p(y) dy

dmeg Jo |z — Y
1

=— [ Gy(z)p(y) dy.
€0 JO

Vamos verificar formalmente que essa funcao ¢(z) é solucao da Equacgao
de Poisson. De fato, calculando Ap com respeito a varidvel z e usando as
propriedades do delta de Dirac, obtemos

Ap(z) = 610 ; AGy(7)p(y) dy
S §(z —y)p(y) dy
€0 JO
= pla).
€0

Portanto, a func¢ao em (1) é de fato uma solucao da Equagao de Poisson.

Os célculos formais apresentados acima podem ser justificados. Em
particular, pode-se definir precisamente o conceito de distribuicao e ver que
o delta de Dirac é apenas um exemplo desses objetos.

Em resumo, resolvendo a Equagcao de Poisson no caso em que a densidade
p é o delta de Dirac, obtemos a fun¢ao de Green. Usando a fun¢ao de Green,
obtemos uma solucao da Equacao de Poisson para qualquer densidade p.
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