O Problema de Valor Inicial para a
Equacao das Ondas

As vibracoes de uma corda infinita livre podem ser descritas pelo seguinte
modelo matematico. Imagine uma corda em um plano zu, em que cada
particula que constitui a corda se move apenas na dire¢ao u. Nesse caso,
dizemos que o movimento da corda é transversal ao eixo x. Podemos pensar
que o movimento da corda da origem a uma onda que se propaga na diregdo x.
Seja u(x,t) a posigao vertical da corda no ponto x e no instante t. Vamos
supor que u ¢é descrita pela equagdao das ondas em uma dimensao:

9%u 5 0%u

9z~ 0a?
onde ¢ € R é uma constante positiva que depende das propriedades da corda,
a varidvel x € R denota a posicao horizontal, a varidvel ¢ € R representa o
instante de tempo, e a incognita u(z,t) € R denota a posigao vertical da
corda no ponto x e no instante . Vamos supor que u satisfaz as seguintes
condicoes iniciais:

ou

u(@,0)=¢) e o

(z,0)=0 para todo x € R,

onde ¢ ¢ uma funcdo de classe C? que representa a posicao inicial da corda.
Para simplificar, tomamos ¢ = 1. Obtemos assim o seguinte problema de
valor inicial:

u € C*(R?),

(?;tg (z,t) — giz(x,t) =0 para todo (z,t) € R?,
u(z,0) = &(x) para todo x € R,
%(m, 0)=0 para todo x € R.

Uma solucdo do problema acima é obtida da seguinte forma: Definimos

u(z,t) == [E(z+t) + &z —t)]

DN | =
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para todo (z,t) € R?2. Como ¢ € C%(R), é simples verificar que essa funcio
u(x,t) é de classe C? e satisfaz as trés equacdes acima. Portanto, ela é
solucdo do problema de valor inicial. Como a equagdo acima é de segunda
ordem e a solucdo acima é duas vezes diferencidvel, no sentido usual, essa
solucdo é chamada solugao cldssica. Por outro lado, a expressdo acima para
u(x,t) faz sentido mesmo que & nio seja se classe C2. Por exemplo, se a
funcao ¢ for continua, entdao a formula acima para u(x,t) define uma funcao
continua em todo plano R2. Nesse caso, a expressao para u(z,t) ndo é mais
uma solucdo classica da equacdo, pois ndo define uma funcdo duas vezes
diferenciavel. Todavia, é natural questionar se é possivel interpretar essa
funcao u(x,t) como solu¢ao da equagao em um novo sentido, mais geral do
que o sentido classico. E possivel fazer tal interpretacdo, como descrevemos
a seguir.

Para responder a questao acima, procedemos da seguinte forma. Suponha
que uma fungio u € C?%(R?) satisfaz (0%u/0t? — 0%u/0x?)(z,t) = 0 para
todo (z, t) € R%2. Para uma fungio p € C°(R?), seja R € (0,00) tal que
suppp C (=R, R) x (—R, R). Entéo

0_// atg_ )godxdt
/ / 8752 (x,t)p(x,t) dtdx—/ / 81:2 Yo(z,t) da dt.

Integrando duas vezes por partes, obtemos

82 R 82¢

L (x,t)p(z,t)dt = /R u(z, t)—= 52 (x,t)dt,

onde usamos <p(:|:R,t) =0 e (Op/Ot)(£R,t) = 0 para todo t € (—R, R).
Analogamente, chegamos a ffR(82U/8x2)g0dx = ffRu(:c,t)@zgo/ﬁxQ)dx.
Substituindo essas férmulas na igualdade acima, obtemos

82g0 82

Nessa expressao, a integral do lado esquerdo faz sentido mesmo que a funcao
u seja apenas continua. Essa observacdo sugere a seguinte definigdo:

Dizemos que uma funcio v € C(R?) ¢ uma solu¢do fraca da equacio

82u 82u 2
o o2 0 MK
se o o2
/R/R (a—t;‘o — T;g)udxdt =0 para todo p € C°(R?).
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Agora, vamos verificar que, se £ é uma fungdo continua em R, a funcio
u(z,t) = L[&(x +t) + £(x — t)] é uma solucdo fraca da equacdo das ondas
em R2. Para ¢ € C°(R?), calculamos

82g0 (92

2 2
// ?97?_8* [5($+t>+£(w—t)]dxdt

:_//8752 ygzvygz)[ﬁ(y)ﬁ(z)]dydz
// y+z y;Z)[f(st(z)]dydz,

onde fizemos a mudanca de varidveis y = x +t e z = x — t, que implica
x=(y+2z2)/2et=(y—z)/2. Logo dedt = —(1/2)dydz pois

a(x,t)zég% ;g;g: 1
Ny,z) g, o

Definimos ¥(y, z) = go(y'gz, 52) para (y, z) € R% Entao

LR ) R )

821/;( - 18290(y+z y—z)_l 0% (y—I—z y—Z)

9200 T 402\ 2 T 2 1otor\ 2 7 2
182<p<y+z y—Z) 10%p <y+z y—Z)
4 0x0t 2 7 2 4 0t2 2 7 2 ’

onde observamos um cancelamento de termos, devido a uma igualdade entre
derivadas mistas. Substituindo essa expressao na igualdade acima, obtemos

// Z‘f—aQ wdz dt = //a £(y) +€(2)] dy dz.

Seja R € (0,00) tal que suppy C (—R,R) x (—R, R). Entdo supp esta
contido no conjunto de pontos (y,z) € R? tais que —2R < y+ 2z < 2R e
—2R <y—2z < 2R. Logo suppy C (—R',R') x (—R/, R’) para R’ > R (onde
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podemos tomar R’ = 2R). Usando a igualdade acima e integrando, obtemos
[ LGt = pmasa= [ | [ T
[ Zaz)[ 2
= €(y)[a¢( R/>—§§(y, —R’)} dy
+/R/ 6 [QUR, 2) — P2 (R, 2)] d

dz

onde usamos (09 /dy)(y,+R') = 0paray € (—R', R') e (01 /0z2)(£R,2) =0
para z € (—R/, R). Em resumo, demonstramos o seguinte resultado:

Para cada £ € C(R), a fun¢io u(z,t) = $[é(z +t) + &(z — t)] € uma
solucao fraca da equacgao
0u B 0%u

_ 2
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